Inversione di matrice con l'algoritmo di Gauss — Jordan

Supponiamo di voler invertire la matrice 4x4 (gia invertita la scorsa volta con i complementi algebrici):
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Per prima cosa dobbiamo sincerarci che la matrice non sia
singolare ovvero che il suo determinante sia diverso da 0, ed in
effetti lo € lo si & visto nell’esempio scorso...
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Cominciamo con lo scrivere una matrice divisa in due blocchi
distinti, a sinistra si ricopia la matrice che vogliamo invertire
mentre a destra scriviamo la matrice unita (di pari dimensioni).

Adesso dobbiamo cercare di trasformare il blocco di sinistra nella matrice identita utilizzando le operazioni
elementari fra le righe che caratterizzano I’algoritmo di Gauss, ovvero:

e scambiare due righe tra loro;

e moltiplicare una riga per uno scalare non nullo;

e sommare ad una riga un multiplo di un’altra riga.

Le tre operazioni elementari possono essere utilizzate anche contemporaneamente ed ¢ importante sapere che
queste 3 operazioni non modificano il rango della matrice.
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Per far comparire 0 al posto di -1 nell’elemento az,1 utilizziamo la
seguente operazione elementare tra le righe: R, = R, + Ry,
ovvero scriviamo al posto della seconda riga la somma fra la
seconda riga e la quarta riga.
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Similmente per far comparire 0 al posto di 1
nell’elemento as; utilizziamo la seguente operazione
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elementare tra le righe: R, = R, — 5R3, ovvero scriviamo

al posto della seconda riga la differenza fra la quarta riga
e la meta della terza riga.
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... per far comparire 0 al posto di 2 nell’elemento as;1
utilizziamo la seguente operazione elementare tra le
righe: R3 = R; — 2R4, ovvero scriviamo al posto della
terza riga la differenza fra la terza riga ed il doppio
della prima riga.

... per far comparire 0 al posto di 1 nell’elemento
as2 utilizziamo la seguente operazione elementare
tra le righe: R3; = Rz — R,, ovvero scriviamo al
posto della terza riga la differenza fra la terza riga e
la seconda riga.

... per far comparire 0 al posto di — % nell’elemento

as2 utilizziamo la seguente operazione elementare
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— | tralerighe:R, =R, + ERZ' ovvero scriviamo al

posto della quarta riga la somma fra la quarta riga e
i nove mezzi della seconda riga.

... per far comparire 0 al posto di 11 nell’elemento
as3 utilizziamo la seguente operazione elementare
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tralerighe: R, = Ry + 7R3, ovvero scriviamo al

posto della quarta riga la somma fra la quarta riga e
gli undici mezzi della terza riga.




1 0 0 0 ... per far comparire 1 al posto di —2 nell’elemento
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0 0 0 1 11 1 5 0 seconda riga ed il quadruplo della terza riga.
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In fine per far comparire 0 al posto di 3
215 69 147 3 nell’elemento ay3 utilizziamo la seguente
41 82 82 2 operazione elementare tra le righe: R; = Ry — 3R;,
1 0 0 0f 122 15 48 1 ovvero scriviamo al posto della prima riga la
— Ry =R, —3R; = | 01 00 41 41 41 | differenza fra la prima riga ed il triplo della terza
1 L 3 0 01 of 58 23 49 1 riga, la matrice assumera I'aspetto che si vede qui
0 0 0 1 41 82 82 2 di fianco ovvero il blocco di sinistra si sara
11 1 5 0 trasformato nella matrice identita ed il blocco di
41 11 41 destra sara proprio la matrice inversa cercata.

Ricapitolando:

1.

per prima cosa si costruisce una nuova matrice larga il doppio di quella di partenza, che abbia nel blocco
di sinistra la matrice che si vuole invertire e nel blocco di destra la matrice identita;

successivamente dobbiamo trasformare il blocco di sinistra in una matrice triangolare superiore
utilizzando le operazioni fra le righe che caratterizzano l'algoritmo di Gauss partendo dall’alto vero il
basso;

si moltiplicano gli elementi posti sulla diagonale principale con opportuni scalari non nulli, in modo da
ottenere tutti 1 sulla diagonale principale;

in fine utilizzando sempre operazioni alla Gauss e partendo questa volta dal basso si devono annullare le
componenti poste al di sopra della diagonale principale, facendo in modo che la matrice posta a sinistra
diventi la matrice identita e quindi la nuova matrice a destra sara proprio la matrice inversa cercata!

Ovviamente queste operazioni vanno fatte sempre dopo aver verificato che la matrice inversa esista e che quindi
il suo determinante sia diverso da 0.



